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Lanjutan Matriks 
Pokok Bahasan  


: Matriks
Sub Pokok Bahasan   


: A. Transformasi Elementer
1. Transformasi Elementer pada baris dan   kolom
2. Matriks Ekivalen

3. Rank Matriks
 B.  Determinan

1. Pengertian Determinan
2. Sifat-sifat Determinan
3. Ekspansi Laplace
Tujuan Instruksional Umum
: Agar mahasiswa dapat memahami apa yang dimaksud dengan inverse matriks. 



Tujuan Instruksional Khusus
: Agar mahasiswa mampu menjelaskan dan dapat menyelesaikan masalah yang terkait dengan :

A.Transformasi Elementer
1. Transformasi Elementer pada baris dan   kolom

2. Matriks Ekivalen

3. Rank Matriks

B. Determinan

1.  Pengertian Determinan
2.  Sifat-sifat Determinan
3.  Ekspansi Laplace
Jumlah Pertemuan


: 1 (satu)
Lanjutan Matriks 

A.  Transformasi Elementer

1. Transformasi Elementer pada Baris dan Kolom Matriks
Terhadap elemen-elemen suatu matriks dapat dilakukan transformasi atau penukaran atau perpindahan menurut baris dan kolom matriks.
Kaidah-kaidah transformasi elementer :

i. Apabila ada matriks A = (aij), maka transformasi elemen-elemen pada baris ke-i dengan baris ke-j ditulis Hij (A), yang merupakan penukaran semua elemen baris ke-i dengan baris ke-j atau baris ke-j dijadikan baris ke-i.
Contoh :
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 maka H12 (A) =   dan
 H23 (A) = 
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ii. Transformasi elemen-elemen pada kolom ke-i dengan kolom ke-j, ditulis Kij (A), adalah penukaran semua elemen kolom ke-i dengan kolom ke-j atau kolom ke-i dijadikan kolom ke-j.

Contoh : 
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K13 (A) = 
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iii. Mengalikan baris ke-i dengan ( ((( 0), ditulis Hi(()(A) dan mengalikan kolom ke-i dengan (ditulis Ki(()(A).
Contoh : 

1. A = 
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, maka H2(-2)(A) = 
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 dan H3(1/2)(A) = 
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2. Sedangkan K3(2)(A) =  
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K1(-1)(A) = 
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iv. Menambah baris ke-i dengan ( kali baris ke-j, ditulis Hij(()(A).
Hi + ( Hj

Contoh :
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, maka H31(1)(A) = 
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 H23(-1)(A) = 
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v. Menambah kolom ke-i dengan ( kali kolom ke-j ditulis Kij(()(A).


Contoh :

A = 
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, maka K23(-2)(A) = 
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 dan K21(2)(A) = 
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vi. Bila diketahui B adalah matriks transformasi elementer dari A maka matriks A dicari dengan mengambil invers dari matriks B.

Contoh : 

B = H31(1)(A) = 
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 , maka A = 
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=H31(1)-1(B) = H31(-1)(B)
=H3 – H1
2.  Matriks Ekivalen

Dua matriks A dan B disebut ekivalen, ditulis A ( B, jika B diperoleh dari A dengan melakukan transformasi elementer, dan sebaliknya A diperoleh dari B dengan melakukan invers transformasi elementer.
Contoh : 

A = 
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adalah ekivalen sebab B = H12(A)
3.  Rank Matriks

Rank baris dari matriks A adalah dimensi dari ruang baris matriks A. Rank kolom dari matriks A adalah dimensi dari ruang kolom matriks A. Bila rank baris = rank kolom maka rank matriks A yaitu r(A) adalah harga atau nilai dari rank baris/ rank kolom matriks A tersebut.

Dengan kata lain rank dari matriks menyatakan jumlah maksimum vektor-vektor baris/kolom yang bebas linear. Untuk mencari rank matriks dapat dilakukan dengan transformasi elementer, yaitu dengan cara sebanyak mungkin mengubah baris kolom menjadi vektor nol.

Contoh : 

Tentukan rank dari matriks A = 
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, Lakukanlah tranformasi elementer baris:

H21(-2)
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H31(-3)
[image: image25.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

3

4

4

0

5

2

1

3

2

= 
[image: image26.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

0

5

2

0

5

2

1

3

2


 H32(-1)
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Baris ke 3 adalah vector nol ; rank (A) = 2

Petunjuk menentukan rank matriks :

i. Bila matriks hanya mempunyai dua baris, maka cukup diperiksa apakah elemen-elemen pada baris ke-1 dan baris ke-2 saling berkelipatan.

Contoh : 

Jika A = 
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Jika A = 
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ii. Secara umum :
1. Pilih baris / kolom yang bukan vektor nol, dan pilih elemen pada baris/kolom tersebut yang tidak sama dengan nol sebagai elemen pivot. Pada contoh transformasi baris  a13 =1 ((0), kemudian pilih baris yang mengandung elemen 1 atau –1 sebagai elemen pivot.

2. Jadikan nol semua elemen yang sekolom dengan elemen pivot melalui transformasi baris oleh elemen pivot tersebut. Pada contoh diatas a23, a33 dan a43dijadikan nol.

3. Selanjutnya tidak perlu lagi memeperhatikan baris pivot diatas. Perhatikan baris-baris yang tinggal. Pada contoh diatas adalah baris. Kerjakan langkah (1) terhadap mereka. Pada contoh diatas pilih baris 4 dengan elemen pivot a41=1. Seterusnya kembali lagi pada langkah a dan b.

4. Proses ini akan berakhir bila langkah a tidak dapat dikerjakan lagi, yaitu bila telah menjadi baris nol.

DETERMINAN
B.  Determinan

1. Pengertian determinan :

Determinan merupakan sebuah bilangan tunggal atau scalar, dan hanya dijumpai dalam matriks bujur sangkar. Jika determinan suatu matriks bujur sangkar adalah nol, maka matriks tersebut dikatakan sebagai matriks singular. Dan jika determinan matriks tersebut bukan nol, maka matriks tersebut dikatakan sebagai matriks non singular. Matriks non-singular, secara linear tidak tergantung (saling independent)

Determinan Matriks Ordo 2 x 2
Jika diberikan matriks ordo 2 dinyatakan seperti bentuk di bawah.
         A =   
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      Maka determinan untuk matrik A adalah
 [image: image32.png]a
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 Contoh Soal:
     Tentukan nilai determinan matriks A = 
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Pembahasan:

      
[image: image35.wmf]A

 = 2.7 - 4.6 = 14 – 24 = - 10

Determinan Matriks Ordo 3 x 3

Untuk matriks yang berordo lebih tinggi (matriks 3x3), cara untuk mendapatkan determinannya adalah dengan cara :

a. Metode Sarrus.
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b. Minor dan Kofaktor

Dapat dibentuk suatu sub determinan dari matriks yang disebut sebagai minor. Sehingga Minor 
[image: image39.wmf]ij
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 adalah determinan dari submatriks yang dibentuk dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks tersebut.

Dimana 
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 adalah minor dari 
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 adalah minor dari 
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 adalah minor dari 
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, dan seterusnya.
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Apabila suatu minor diberi tambahan tanda (-1)i+j, maka disebut kofaktor 
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; jika jumlah i+j genap maka 
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, karena (-1) dipangkatkan dengan bilangan genap akan sama dengan 1. 

Sedangkan jika jumlah i+j adalah ganjil maka 
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, karena jika (-1) dipangkatkan dengan bilangan negatif maka hasilnya akan sama dengan (-1).
Contoh : 

A = 
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 EMBED Equation.3 [image: image59.wmf]0

0

0

0

     

0

4

  

1

23

=

-

=

-

=

M



[image: image60.wmf]10
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Kofaktor
C11 = (-1)2 M11 = +2 = 2       C21 = (-1)3 M21 = - 4 = - 4
C12 = (-1)3 M12 = -0 = 0       C22 = (-1)4 M22 = +(- 2) = - 2
C13 = (-1)4 M13 = +0 = 0       C23 = (-1)5 M23 = - 0 = 0
C31 = (-1)4 M31 = +(-10) = - 10
C32 = (-1)5 M32 = - 3 = - 3
C33 = (-1)6 M33 = +(-2) = - 2
2. Sifat-sifat Determinan

Sifat-sifat determinan ada enam, yaitu :

a.   Determinan suatu matriks sama dengan determinan dari transposenya, det (A) = det (At).
Contoh :

A = 
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 maka Det A = 2.7 – 5.4 =-6
At = 
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 maka Det At = 2.7 – 4.5 = - 6
b. Penambahan atau pengurangan suatu kelipatan bukan nol dari suatu baris/kolom dari baris/kolom lainnya tidak akan mempunyai pengaruh pada determinan.
Contoh :
   A = 
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 B = 
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   Det B = 2.-3 – 0.5 = - 6

c. Penukaran tempat antara dua baris atau kolom sembarang dari suatu matriks akan merubah tanda, tetapi tidak merubah harga absolut dari determinan.
Contoh : 



  A = 
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 B = 
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 Det B = 4.5 – 7.2 = 6

d.   Determinan dari suatu matriks segitiga (triangular matriks), yaitu matriks dengan elemen-elemen nol diatas atau di bawah diagonal utama, adalah sama dengan hasil kali dari elemen-elemen dari diagonal utama.
Contoh :



   A = 
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[image: image72.wmf]®


[image: image73.wmf]A

 = 1.-2.-1 = 2

e. Jika semua elemen dari suatu baris atau kolom adalah nol, determinan adalah nol.
Contoh :

A = 
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f. Jika dua baris atau kolom identik, atau proporsional, yaitu secara linear tergantung, maka determinan adalah nol.
Contoh :

A = 
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[image: image76.wmf]®


[image: image77.wmf]A

 = 0

3. Ekspansi Laplace

Metode atau ekspansi Laplace adalah suatu cara untuk menghitung determinan dengan menggunakan kofaktor. 

Determinan dari suatu matriks =   jumlah perkalian elemen-elemen dari sembarang baris/kolom dengan kofaktor-kofaktornya.

Ekspansi Laplace dapat ditulis dengan cara : 
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Dengan pola yang sama dapat juga dihitung dengan menggunakan baris ke dua dan ketiga, dengan memberikan hasil determinan yang sama.

Tanda-tanda kofaktor secara berurutan adalah : 
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contoh : 

A = 
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Contoh : 

A = 
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0

2

1

0

  

3

  

2

11

=

-

=

-

-

=

M



[image: image84.wmf]4

0

4

1

0

  

1

  

4

21

=

-

=

-

-

=

M



[image: image85.wmf]0

0

0

1

  

0

3

    

0

12

=

-

=

-

=

M
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Kofaktor

C11 = (-1)2 M11 = +2 = 2       C21 = (-1)3 M21 = - 4 = - 4
C12 = (-1)3 M12 = -0 = 0       C22 = (-1)4 M22 = +(- 2) = - 2
C13 = (-1)4 M13 = +0 = 0       C23 = (-1)5 M23 = - 0 = 0
C31 = (-1)4 M31 = +(-10) = - 10
C32 = (-1)5 M32 = - 3 = - 3
C33 = (-1)6 M33 = +(-2) = - 2
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A

 a11C11 + a12C12 + a13C13   menggunakan baris 1
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1

A

 1.2 + (-4).0 + 1.0 = 2
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A

 a21C21 + a22C22 + a23C23menggunakan baris 2
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A

0.-4 + -2.-1 + 3. 0 = 2
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3

A

 a31C31 + a32C32 + a33C33menggunakan baris 3
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3

A

0.-4 + -2.-1 + 3. 0 = 2
Latihan SOAL :

Carilah determinan dari :[image: image98.png]- ™o
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Jawaban :

Untuk menentukan determinannya, terlebih dahulu kita keluarkan dua kolom pertamanya, sehingga matriks tersebut menjadi :

[image: image99.png]



Kemudian yang segaris kita kalikan dan tandanya mengikuti aturan yang di atas

Det A = 2.4.1 + 3.3.7 + 4.5.0 – 4.4.7 – 2.3.0 – 3.5.1

Det A = 8 + 63 + 0 – 112 – 0 – 15 = – 56

Jadi determinan matriks tersebut adalah -56.
Contoh : 
Tentukan determinan matriks B=
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Penyelesaian : metode kofaktor berdasarkan ekspansi baris ke-1 
*). 
Menentukan minor baris ke-1

Menentukan kofaktor ekspansi baris ke-1 
k11=(−1)(1+1).|M11|=(−1)2.12=12
k12=(−1)(1+2).|M12|=(−1)3.(−4)=(−1).(−4)=4
k13=(−1)(1+3).|M13|=(−1)4.(−3)=−3

*). Menentukan determinan ekspansi baris ke-1 
|B|=b11.k11+b12.k12+b13.k13
   =  2.12+1.4+3.(−3)=24+4+(−9)=19
Jadi determinan matriks B adalah 19.
Contoh :

Jika matriks A diketahui seperti di bawah ini, maka determinan A adalah..
[image: image101.png]{
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Pembahasan :
⇒ det A = 4a2 - 4b2 = 4 (a2 - b2)
⇒ det A = 4 {(a + b)(a - b)}
⇒ det A = (4a + 4b)(a - b)
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