MODUL MATERI ONLINE 2

BARISAN DAN DERET
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Bahan 1

URUTAN (SEQUENCES)
DAN
LIMITNYA

. DEFINISI

Suatu barisan atau urutan (a sequence) adalah suatu fungsi dari suatu
variabel, atau bilangan yaitu merupakan set dari bilangan, dengan

urutan dan aturan yang pasti dan tetap.

Jadi a sequence dengan notasi f(n) atau u, mempunyai bilangan
yang berurutan secara teratur atas dasar aturan yang pasti dan tetap,

dimana setiap bilangan u, pada sequence disebut a term:

f(n) = un = U1, Uy, U3, U4, ... dan seterusnya

Contoh : 5 terms pertama dari sequences berikut ini :

& f(n) = 2n 1}:1,32,1,3
3n+2 58 11 14 17
1-(-)")] 2 2 2
& f(n) = =20, 5,02
= =f g0
n-1
R D P e A U S SR
2.4.6...2n 2 24 246 246.8 2.4.6.8.10
o f(n)= l+l+1+...+i =1, 1+1 l+l+1,
2 4 8 2" 2 \2 4 2 4 8

111 1) (111 1 1
e e S e M B ot e sl
(24816)(2481632)

(_1)n1X2n1} x —x3 x° —x7 ¥x°

11" 3151 71791

ﬁ f(n):{ (2n_1)| =

dimana 0!'=1; 1!=1; n! =1.2.34....n.
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Soal latihan :

Tulis 5 terms pertama dari fungsi Tulis fungsi sequence
sequences di bawah ini dari sequences di bawah ini
1. f(n) = {1_i} _» 1. 1,1/3,1/5 17,19, ...
1 2. 1,-1/2,1/3, -1/4,1/5, ...
2_ f(n) = {(_1)n+1 __} _n
3n-1

3. 1, %, 1/9,1/16, 1/25, ...

+N

— n+l n _
4, f(n)— {(—1) + m} =7

3. f(n) = {12”2}:?

4 1 13 1357
224 2468

5. 1/2, -4/9, 9/28, -16/65,

5. f(n) = {% (&% +1]} _9

M Definite dan infinite sequences
A definite sequence mempunyai term terakhir, misal :

Up=f(n)=2+5(n-1)=5n-3,
dimana n=1, 2, ..., 7, sehingga :

Un=1(n)=2,7,12,17, 22, 27, 32
% An infinite sequence tidak mempunyai term akhir, misal :

Un=f(n)=1/(2n-1)=5n -3,
dimana n=1, 2,3, ...., sehingga:
Un=f(n) =1, 1/3, 1/5, 1/7, ....

Pada kedua contoh squences di atas, terdapat urutan dan aturan yang
pasti dan tetap.

B. LIMIT OF A SEQUENCE

limu. =k (suatu bilangan)

notasi di atas menyatakan bahwa suatu bilangan k adalah limit dari an
infinite sequence us, Uz, Us,....

Lmit dari sequence itu diperoleh (limit exists), apabila untuk semua
bilangan bulat (integers) n > N (bilangan positif), maka |u, - k| <€
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yaitu selisih antara setiap term u, dari sequence terhadap angka limit
semuanya lebih kecil dari angka positif €.

Jadi suatu sequence mempunyai atau diperoleh (exists) limit k apabila
term dari sequence secara berurutan dekat dan semakin dekat ke angka
K.

Sequence yang mempunyai atau diperoleh limit (limit exists), disebut
sequence yang menuju atau berhenti pada suatu angka atau titik (a
convergent sequence).

Sedangkan sequence yang tidak mempunyai limit merupakan sequence
yang tidak menuju atau menjauh dari limit yaitu suatu angka atau titik (a
divergent sequence).

M Contoh1:
Uy =3+1/n=(3n+1)n=4,77210/3, .. maka [jmu,=3

n—oo

M Contoh 2:
3n-1 . 3 .
Us = dan mu, =-— dan buktinya :
" 4n+5 ILm "4 y

Harus ditunjukkan bahwa untuk semua bilangan riil n > N
(suatu bilangan) :

u, —% < ¢ dimana ¢ adalah bilangan yang sangat
kecil dan positif (>0)
sehingga :
3n-1 3 -19
—— =< ¢
4n+5 4 4(4n +5)
maka untuk :
L < ¢ Dberarti m > E
4(4n +5) £
berarti :
an+5 > 19 maka n > 1 Q—S —n>N
de 4\ 4¢g
dengan memilih :
N = 1(&_5} maka un—E < e
4\ e 4
sehingga untuk semua n > N, maka :
. 3
u =—
lim . =
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% Contoh 3 : Infinity

Ilm a, =
berarti untuk semua n >N (bilangan positif) maka a, > M
(bilangan positif).

Ilm &, =0
berarti untuk semua n >N (bilangan positif) maka a, <-
M (bilangan positif).

Ingat, .o dan —oo bukan bilangan, maka squence itu tidak

convergent.

& Catatan : Apabila suatu sequence mempunyai atau diperoleh limit

(limit exists), maka limit dimaksud adalah unik (unique).
Artinya : Limit exists berarti sequence convergent dari kiri dan
kanan ke suatu angka atau bilangan yang sama,

yaitu :
limu. =L dan |jmu, =1 .dimana Iy =l.
n—ow n—oo

Bukti :
Untuk setiap n > N (bilangan positif) dan bilangan kecil
positif & >0, maka :
lun—li| <% & dan |up—lo| <% &
sehingga :
[li=lo] = [li—un+ up=ly| < Jli=up| + |up—lo| < Y2 6 +Y2 ¢ = ¢
jadi: |li—-lx] <% & dan untuk & =0, maka I1=1

& Catatan : Nested intervals
lim (a, =b,)=0
disebut nested intervals pada himpunan interval (a set of
intervals) [an,by] dimana n=1,2, 3, ...
Nested intervals biasanya dikaitkan dengan the Weierstrass-
Bolzano theorem yang menyatakan bahwa setiap bounded infinite
set mempunyai paling tidak satu titik limit (at least one limit point).

& Catatan : Cauchy’s convergence criterion
Kireteria ini menyatakan bahwa sequence u, adalah convergent
sequence, jika :
lup — ugl < & untuk p & g > N (nilangan)
dan ¢ >0
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%5 Soal latihan, buktikan fungsi sequence di bawah ini convergent

atau divergent :

L lim nip =0 S.
. 1+2.10" 6.
lim 55107 =°

3. IIED 3" = 7.

4, Ir!ED (1—2n) =—o0 8.

lim x" =0 apabila |x<1

n—oo

"mx—_l_g
x>l /X2 +3 =2

X +3x+2 1
x> +4x+3 2

lim
X—-1

lim ¢ +2x* -3x-4)=0

x—>-1

C. TEORI UNTUK LIMIT SEQUENCE (LIMITS OF SEQUENCES)

Jka Jim a,=A dan |jm b,

n—o

=B , maka:

n—o0

L lim @+b)=lim a, + [im b, =A+B

n—oo N—o0 n—oo

2. Ilm (a,—b,) = Ilm a, - Ilm b, = A-

n—oo

3. lim @, b)=1lim a,- lim b,=A+B

n—oo N—o0 n—oo

nN—oo n—oo

lima
— n—oo n
limb,

n—oo

a

b,

. A
4. lim E;B;tO

B
5 |im a) =lim(a,)” = A?
dimana p = bilangan riil

lim

lim p* =p =p*

n—oo

D. BOUNDED AND MONOTONIC SEQUENCES

Untuk sequence {u,} disebut :

M Bounded above :

apabila sequence u, <

M (angka konstan yang bebas dari n)

dan n=1, 2, 3, ... (bilangan bulat positif) serta M sebagai upper

bound.
M Bounded below, apabila sequence uj

= M.
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M Bounded :
apabila sequence m < u, < M dan sequence sering
ditunjukkan dengan |u,| < P.

M Monotonic increasing :
apabila up+1 = u, dan monotonic strictly increasing jika Un+1 > un.
Monotonic decreasing dengan tanda < dan monotonic strictly
decreasing
dengan tanda <.

M Contoh :
& u, = 1, 1,1, 1,11, 1,111, ... adalah bounded, monotonic
increasing dan bahkan stricly increasing.
@ u, =1, -1, 1, -1, 1, ... adalah bounded, tapi tidak monotonic
increasing atau decreasing.
W u, = -1, -1.5, -2, -2,5, -3, ... adalah not bounded, bounded
above, monotonic decreasing.

M Soal latihan :
2n—7

% Buktikan u, = ;
3n+2

Monotonic increasing
Bounded, serta bounded above dan bounded below
Punya limit

' Jelaskan jawaban soal berikut ini

Monotonic | Monotonic | Limit
Sequence Bounded | Increasing | Decreasing | Exists
2,19,1917, ..., No No Yes No
2—(n-1)
10
1,1,1,1, ..., (D", ... Yes No No No
1 11 1 (-p"*
2' 3" 5" (n+1) Yes No No Yes
Q)
0,6, 0,66, 0,666, ...,
2 1 Yes Yes No Yes
30 10 (2/3)
-1, +2, -3, +4, -5, ..., No No No No
(=1)"n
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Bahan 2

SERIES

A. DEFINISI

Suatu deret (series) adalah sequence yang mempunyai term berurutan

atas dasar aturan yang pasti dan tetap serta merupakan perjumlahan
(sum).

Perbandingan sequence dan series :
Sequence : f(n) = up = U, Uz, Us, Uy, ... dan seterusnya
kemudian bentuk sequence baru

Sequence baru: Sp= S;, Sy, S3, Sy, ... dan seterusnya

dimana: S; = ug
S, = Ui+ Uy
Sz = U + U+ U3
Ss, = Up+Ux+ U3+ Ug

... dan seterusnya

sehingga menjadi sequence baru menjadi series :

N
Sh = Up+ Uz + Uz +us + ... +dan seterusnya = Zun

n=1

N
untuk N >0, maka S, = > u, merupakan infinite series
n=1

dan finite series jika N = bilangan tertentu

serta jika  |jm S, =S  diperoleh (exists), maka disebut convergent

N— >0

series dengan limit sebesar S, bila tidak exists disebut a divergent series.
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B. CONTOH

M Contoh1:

N
Snh = Uz + Uy +Us+Ug + ...+ dan seterusnya = > u,

n=1
N =c0

= a+ar+ar’+.. = >ar™
n=1
_ald-r)"
(1-r)
Bukti :
S, = a+ar+arr+art+ar*+ ... +ar™"
rs, = ar+ar+arf+ar*+ ..+ a + ar""?
______________________________________ /-
Sn(1-r1) = a-a™
a(l-r”
Maka S, = g
1-r

& S, merupakan convergent series atau menuju dan mencapai

suatu limit yaitu bilangan 11, jika |r| <1:
-r

. a@d-rr) _ a@-0) a
S = = =
IerDo " 1-r 1-r 1-r

& S, merupakan divergent series atau tidak menuju dan mencapai

suatu limit yaitu bilangan li, jika |r| >1:
—r

. al@l-rr) _ a(l—x)
S = = =
IerDo " 1-r 1-r

o, jadi limit tidak diperoleh

M Contoh 2:

Untuk setiap a convergennt series, maka term ke N menuju bilangan
0

Bukti :
(Sn = Ur+ Uz + ...+ Up1+Up) = (Sp1 = Ug + U2 + Un1) = Up

maka |imu. =lim S--lim S$..=S-S=0

X—>>00 X500 X—>>00
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M Contoh 3:

Iim [1+ lj = e = 2.71828... dan buktinya :

nN—>w

Apabila n adalah bilangan bulat positif, atas dasar teori
binomial, maka :

n(n-1) y2 N nin-H)(n-2) + 4
2!

n_
L+x)' =1+ nx + 31

L Nn=D(n-2)..(n-n+1)
n!

dengan x =1/n, maka:

Un:[l+iJn: 1 + n£+ Miz + W% + .
2! n 3! n
.+
N n(n-H(n-2)..(n-n+1) 1
n! n"
M Contoh 4:

lim (1+ 1] =e dan buktinya :

X—>>0

Apabila n = bilangan bulat (integer) terbesar (the largest) < x,
maka :

n n n+l
n<x<(n+1), berarti: [1+i) S(“Ej S(1+1j
X

n+1 n

) 1)
im (202 ) = tim (202]/tim (2.2 =

n—oo
dan

] " 1Y 1

1+-— = 1+— 1+—| =e
im (17] = tim (1] (17
maka

jim (1+3) —

X—>>00 X
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C. SOAL LATIHAN

Buktikan series di bawah ini convergent dan cari nilai limitnya, atau
divergent.

Ls=Laltil, -¥
1.3 35 57 = (@2n- 1)(2n+1)
N
2. S, = z n+l — Jn = ((\/E—\/i)+ ((\/5—\/§)+ VR &
n=1
((«/N +1-— \/W) , mempunyai atau diperoleh limit O (nol), tetapi series

Sh divergent.

3. S,=1+ % % z divergent atau tidak mempunyai limit.

:1

4. S, = Zln—nl) convergent?

2 4n®>-n+3
5 S,= ———— convergent?
" HZ::‘ n®+2n g

Sn= ZM convergent?
~2n(3n-1)
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MATERI TAMBAHAN BARIS DAN DERET BESERTA CONTOH SOAL

Baris Baris adalah daftar urutan bilangan dari kiri ke kanan yang
mempunyai pola tertentu. Setiap bilangan dalam barisan merupakan suku
dalam barisan.

Contoh:

1,2,3,4,5, ..., dst.
3,5,7,9, 11, , dst.
Deret

Deret adalah penjumlahan suku-suku dari suatu barisan. Jika suatu

barisan: U1, Uz, Uz, ..., U maka U1 + Us + Uz + ... + U, adalah Deret.

Contoh:

1+2+3+4+5,...+Un
3+5+7+9+11+ ... +Un.

Barisan Aritmatika

Barisan aritmatika adalah barisan dengan selisih antara dua suku yang
berurutan selalu tetap. Selisih tersebut dinamakan beda dan
dilambangkan dengan “b”

Contoh:

3,6,9, 12, 15.

Barisan diatas merupakan barisan aritmatika karena selisih dari setiap
suku yang berurutan selalu sama/tetap, yaitu6 -3=9-6=12-9=15-
12 = 3. Nah 3 inilah yang dinamakan beda.

Bentuk umum barisan aritmatika:

a, (a+b), (@+2b), (a+3b), ..., (@+(n-1)b)

Rumus:
Beda:

b= Up — Un—
Suku ke-n:

U, =a+{n—1)b
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https://4.bp.blogspot.com/-uC4534KvmHs/VsW1EVS8PPI/AAAAAAAAAi8/gQ_XW3sseeE/s1600/CodeCogsEqn.gif
https://4.bp.blogspot.com/-0ikbEN9ZKpE/VsW1RctveiI/AAAAAAAAAjA/RifrJF1Fs-A/s1600/CodeCogsEqn+%281%29.gif
https://1.bp.blogspot.com/-Mk3tVDZgeLA/VsW-3GF3DxI/AAAAAAAAAko/05w-iKHzNH8/s1600/CodeCogsEqn+%2816%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-JwEOtmpaIT8/VsW-8sgAewI/AAAAAAAAAkw/kA8ZmFmwPM8/s1600/CodeCogsEqn+%282%29.gif

Keterangan:

a = Ul = Suku pertama
b = beda

n = banyak suku

Un= Suku ke-n

Contoh soal

Suku pertama dari barisan aritmatika adalah 3 dan bedanya = 4, suku
ke-10 dari barisan aritmatika tersebut adalah ...

Penyelesaian:

W

+ O QD

a+(n—1)b
3+ (10 —-1)4
3+ 36
39

'~""~'.‘.‘

Diketahui barisan aritmatika sebagai berikut: 5, 8, 11, ...
Tentukan: Nilai suku ke-15'!

Penyelesaian:

U, =a+(n—1)b
Ulg =h+ Iljl — J.]-j
=5+(14).3
=47
Diketahui suatu barisan aritmatika suku pertamanya adalah 4 dan suku
ke-20 adalah 61.
Tentukan beda barisan aritmatika tersebut!

Penyelesaian:

a=4
Uy = 61
U, =a+(n—1)b
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https://3.bp.blogspot.com/-Q35SFzkkMaU/VsW-8uOOTvI/AAAAAAAAAk0/U1ugUVp0akA/s1600/CodeCogsEqn+%2817%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-7AsQyWGoUCg/VsW3T9EOq1I/AAAAAAAAAjQ/uU1wYYks9G0/s1600/CodeCogsEqn+%282%29.gif
https://4.bp.blogspot.com/-su4NoY1o2yY/VsW3T9KLFQI/AAAAAAAAAjU/PXdi_v_Vo6g/s1600/CodeCogsEqn+%283%29.gif
https://2.bp.blogspot.com/-c-Ba1cpab5c/VsW3T3LouCI/AAAAAAAAAjY/U__wVQY9DQc/s1600/CodeCogsEqn+%284%29.gif
https://2.bp.blogspot.com/-NTPBNfgbW1k/VsW3U9_XmTI/AAAAAAAAAjc/fH7TBbqcPpg/s1600/CodeCogsEqn+%285%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-7AsQyWGoUCg/VsW3T9EOq1I/AAAAAAAAAjQ/uU1wYYks9G0/s1600/CodeCogsEqn+%282%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-JOu20RHpi5M/VsW6dAp5VZI/AAAAAAAAAjw/_CuAeynMqCk/s1600/CodeCogsEqn+%286%29.gif
https://1.bp.blogspot.com/-SUcdHgdNEYI/VsW6dAJNlOI/AAAAAAAAAjo/pUP_r43nAbQ/s1600/CodeCogsEqn+%287%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-63Yzs7cpeZ4/VsW6eCSfO2I/AAAAAAAAAj0/91tq6Gd5P_I/s1600/CodeCogsEqn+%289%29.gif
https://4.bp.blogspot.com/-pEKR71_bfss/VsW8kE2EttI/AAAAAAAAAkI/b5jxy47cxas/s1600/CodeCogsEqn+%2810%29.gif
https://4.bp.blogspot.com/-dw6vtmtAWjE/VsW9LJbpnrI/AAAAAAAAAkY/U6Dqnc_TPM8/s1600/CodeCogsEqn+%282%29.gif

Usy = 4+ (20 — 1)b
61 =4+ (20— 1)b

61 —4 =190

A7 = 19b

h = d—? =3
19

Suku Tengah Barisan Aritmatika

Jika barisan aritmatika mempunyai banyak suku (n) ganjil, dengan suku
pertama a, dan suku terakhir Un maka suku tengah Ut dari barisan
tersebut adalah sebagai berikut:

1 i
L‘t - —(ﬂ, + L.n]l
2
| Contoh soal:

Diketahui barisan aritmatika 5, 8, 11, ..., 125, 128, 131. Suku tengahnya
adalah ...

| Penyelesaian:

barisan aritmatika 5, 8, 11, ..., 125, 128, 131
suku pertama, a=5
suku ke-n, Un =131

suku t?ngah:
Uy = —la+1,)

Uy = (5 + 131)

Up = 5(136) = 68
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https://2.bp.blogspot.com/-7kMf0U6cSkQ/VsW8lbRVkXI/AAAAAAAAAkM/W7EMiaBoj4E/s1600/CodeCogsEqn+%2813%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-c77Y4TEhMM0/VsW8lSiUHgI/AAAAAAAAAkU/zWhz8-6_CT8/s1600/CodeCogsEqn+%2814%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-bJj16BQ4VUM/VsW8l2tUZ1I/AAAAAAAAAkQ/0ePmc--fGwI/s1600/CodeCogsEqn+%2815%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-6dzmkp5SLf8/VsXLJklsNqI/AAAAAAAAAlk/Dj53J3LBfU4/s1600/CodeCogsEqn+%2825%29.gif
https://4.bp.blogspot.com/-RyJxOGUeI_w/VsXMiGUHcMI/AAAAAAAAAlw/Q85tMog7GFk/s1600/CodeCogsEqn+%2825%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-tYPH-ONG5FI/VsXNGrDh4xI/AAAAAAAAAl4/omqbb29SE8o/s1600/CodeCogsEqn+%2827%29.gif
https://3.bp.blogspot.com/-_8tWRclhQ4U/VsXNGil2NNI/AAAAAAAAAl8/Tfb7_vkPH0M/s1600/CodeCogsEqn+%2828%29.gif

Deret Aritmatika

Deret aritmatika adalah jumlah suku-suku dari suatu barisan aritmatika.

Bentuk umum deret aritmatika:

a+ (at+b) + (a+2b) + (a+3b) + ...+ (a+(n-1)b)

rumus:
S, = %[a LU

atau
S, — %(2& +(n—1)b)

keterangan:

Sn = jumlah n suku pertama

Contoh soal:

Diketahui deret aritmatika sebagai berikut,

1W+13+164+ ...+ Uy
Tentukan:

a. Suku ke-10

b. Jumlah sepuluh suku pertama (U10)

Penyelesaian:

a. Suku ke-10

Up=a+(n—1)b
LU = ID-I-(IG—])E
= 10 + 27

=37

b. Jumlah sepuluh suku pertama:
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&=%m+%)
10
Sio = (10 +37)

S =0 x 47 = 235

Sisipan pada Barisan Aritmatika
Apabila antara dua suku barisan aritmatika disisipkan k buah bilangan
(suku baru) sehingga membentuk barisan aritmatika baru, maka:

» Beda barisan aritmatika setelah disispkan k buah suku akan berubah
dan dirumuskan:

. b
(k4 1)

» Banyak suku barisan aritmatika setelah disisipkan k buah suku:

n =n+(n—1)k

» Jumlah n suku pertama setelah disisipkan k buah suku:

i

&:%m+m)

Keterangan:

b’ = beda barisan aritmatika setelah disisipkan k buah suku

n’ = banyak suku barisan aritmatika baru

n = banyak suku barisan aritmatika lama

k = banyak suku yang disisipkan

Sn’ = jumlah n suku pertama setelah disisipkan k buah suku

Contoh Soal:

Antara bilangan 20 dan 116 disisipkan 11 bilangan sehingga bersama
kedua bilangan semula terjadi deret hitung. Maka jumlah deret hitung
vang terjadi adalah ...

Penyelesaian:
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Diketahui: deret aritmatika mula-mula: 20 + 116

a=20
Un =116

n=2

k = 11 bilangan

banyaknya suku baru:n’=n + (n-1) k

=2+4+(2-1)11=2+11=13

i

S — %(a LUy

13
S, = (20 +116)

.13
S, = —(136) = 584

Jadi, jumlah deret aritmatika setelah sisipan adalah 884
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