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Pokok Bahasan : TEKNIK INTEGRASI/ANTI TURUNAN (Lanjutan)
Sub Pokok Bahasan

e Integrasi Fungsi Trigonometri

e Rasionalisasi metode subtitusi

Tujuan Instruksional Umum :
Agar mahasiswa dapat memahami dan dapat menyelesaikan problem kalkulus
terkait dengan fungsi trigopnometri

Tujuan Instruksional Khusus :
Agar mahasiswa mampu menjelaskan dan dapat menyelesaikan masalah yang
terkait dengan :

e Integrasi Fungsi Trigonometri

e Rasionalisasi metode subtitusi
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INTEGRAL TRIGONOMETRI

Pada modul sebelumnya kita telah membahas beberapa metode integrasi.
Pada modul ini kita akan melajutkan beberapa metode integral untuk beberapa
kasus trigonometri.

1. Integral Trigonometri

Pada beberapa kasus kalkulus ataupun kasus aplikasi akan ditemui dalam bentuk
trigonometri. untuk melakukan integrasi pada kasus trigonometri dapat dilakukan
dengan cara mensubtitusi. dari kebanyakan soal integral trigonometri umumnya
dalam 5 bentuk seperti berikut :

Tipe 1:

Jsin” xdx

Icos” xdx
Tipe 2 :

Isinm xcos” xdx
Tipe 3 :
j sin mx cos nxdx, J sin mx sin nxdx, j COS mXx COS nxdx
Tipe 4 :
j tan” xdx,jcot” xdx
Tipe 5:
Itan’” sec” xdx,fcot’” xcsc” xdx

Contoh 1:
Tentukan solusi persamaan di bawah ini (dengan n ganijil) :

JsinS xdx

untuk menyelesaikan soal tersebut, maka kita dapat gunakan beberapa aturan
phytagoras yaitu :

sin’ x+cos’x=1
1+ tan® x =sec’ x

2 2
l1+cot" x=csc” x

. 2 I—cos2x

sin" x =——
2

5 1+ cos2x

cCos" x=——
2

maka penyelesaian soal tersebut adalah :
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Isins xdx = Isin“ X sin xdx
= j(l —cos’ x)2 sin xdx
= I(l —2cos” x+cos’ x) sin xdx

= —I(l —2cos” x+cos’ x)(—sin xdx)

1
=—cosx+§cos3 x—gcos5 x+C

Contoh 2 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini (dengan n genap) :

j sin” xdx
dengan mengguakan beberapa aturan phytagoras, maka kita dapatkan solusi soal
tersebut adalah :

L %jdx —%J‘(cos 2x)(2dx)

:lx—lsin2x+C
2 4

Contoh 3 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini (dengan n genap) :

Icos“ xdx

dengan mengguakan beberapa aturan phytagoras, maka kita dapatkan solusi soal
tersebut adalah :

2
:J-£1+c032xj e
2

'(1+2cos 2x +cos’ 2x ) dx

- 1 1
dx + chos 2x(2xdx) + gj(l + cos 4x)dx

| 0|[W A|— |~

.dx+i j cos 2x(2xdx) +% j cos 4x(4dx)

x+lsin2x+Lsin4x+C
4 32
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Contoh beberapa soal untuk Tipe 2 dengan n atau m adalah bilangan ganijil
Contoh 4 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini (dengan n genap) :

j sin® xcos™ xdx

dengan menggunakan beberapa aturan phytagoras, maka kita dapatkan solusi soal
tersebut adalah :

Isin3 xcos ™ xdx = '[(1 —cos” x)(cos‘4 x)(sin x)dx

- —J‘(cos_4 x—cos ™ x)(—sin xdx)

-3 -1

1
=§sec3x—secx+C

Contoh beberapa soal untuk Tipe 2 dengan n atau m adalah bilangan genap
Contoh 5 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini (dengan m dan n genap) :
. . 4
J-sm X Ccos” xdx

dengan menggunakan beberapa aturan phytagoras, maka kita dapatkan solusi soal
tersebut adalah :
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. 1—cos2x (1 2x Y
jsmzxcos“xdx:j( cos xj( +COos xj dx
2 2

_ %j(1+ cos 2x —cos” 2x — cos’ 2x)dx
1
zgj

_| :%dx - % J‘ cos 4x(4dx) + %J‘ sin”® 2x(2 cos 2xdx)}

14+ cos2x —%(1 +cos4x)— (1 —sin’ 2x) coS 2x}dx

8
1 lx—lsin4x+lsin32x +C
812 8 6
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Contoh beberapa soal untuk Tipe 3

sin mx cos nxdx,

sin mx sin nxdx,

COS mX COS nxdx

integral pada tipe 3 muncul pada banyak aplikasi pada bidang fisika dan teknik.
untuk dapat menyelesaikan integral pada tipe ini kita gunakan beberapa sifat dari
trygonometri, yaitu :

1.sin mx cos nx = %[sin(m +n)x +sin(m— n)x]
2.sin mxsin nx = —%[cos(m +n)x—cos(m — n)x]

3.COS 7MX COS X = %[cos(m +n)x + cos(m —n)x]

Contoh 6 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini :

j sin 2x cos 3xdx

dengan menggunakan beberapa aturan phytagoras, maka kita dapatkan solusi soal
tersebut adalah :

j sin 2x cos 3xdx = % j [sin 5x +sin(—x) jdx

1. l¢.
= Ejsm 5x(5dx) —Ejs1n xdx

= —L0055x+%cosx+C

10

Contoh 7 :
Jika m dan n adalah bilangan integer positif, tunjukan bahwa :
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w

I Sin mx sin nxdx
—7T

jika m #n maka solusi adalah 0
Jika m = n maka solusi adalah 1

Solusi ;: Pada saat m #n

I sin mx sin nxdx = —% j [cos(m +n)x —cos(m — n)x]dx
1 . . i

=—— sin(m+n)x — sin(m—n)x
2l m+n m-—n _ﬂ

=0

Solusi : Pada saatm=n

T T

: : 1
_[ sin mx sin nxdx = — — J- [cos2mx —1]dx
- 2 -7

B T

1| 1 .
= ——| ——sin2mx — x

2| 2m _7,

1 -
= - — —271] =7

2 L
Contoh 8 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini jika m dan n adalah bilangan integer positif :

. mrx . nixx
J‘sm sdex

-L
Solusi:
dengan melakukan metode subtitusi untuk mempermudah mendapatkan solusi dari
soal tersebut, yaitu :
u = 1ix/L maka du = mrdx/L. Jika x = -L maka u = -tr dan jika x =L makau =1

Sehingga :
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L
. mMITX . NITX LG . .
ISHl snk———dxz——jsnnnuﬁnnudu
T

—L Vs

Solusi yang didapatkan adalah jika m #n adalah

L
—.0=0
T

Solusi yang didapatkan adalah jika m = n adalah
L
—. =L
T

Berikutnya kita akan mencoba menggambarkan pada koordinat kartesian untuk
beberapa fungsi trigonometri

Fungsi 1:
y =sin3xsin2x

e,
B,
e e By

Fungsi 2 :

C(3zx) . (27x
y =sin| — |sIn
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Tipe 4 dengan fungsi :

Itan” xdx, J- cot” xdx

Pada tipe 4 sebagaian besar kasus yang ditemui dibutuhkan faktor-faktor sebagai
berikut :

2 2
tan” x =sec” x—1
2 2
cot“ x=csc” x—1
Contoh beberapa soal untuk Tipe 4, sebagai berikut :

Contoh 9 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini :

j cot” xdx

untuk mendapatkan solusi soal tersebut, maka kita gunakan faktor yang telah
diketahui sebagai berikut :

jcot“ xdx = jcotz x(csc” x—)dx
= jcotz xcsc’ xdx —_[c:ot2 xdx

—— j cot” x(—csc” xdx) — j (csc” x —1)dx

1
=—§cot3x+cotx+x+C
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jtans xdx = jtan3 x(sec” x —1)dx
= [tan® xsec? xdx — J' tan® xdx

= [ tan® x(sec” xdx) —jtan x(sec2 X— l)dx

= [ tan® x(sec” xdx) — j tan x(sec’ xdx) + j tan xdx

=ltan4 x—ltan2 x—ln|cosx|+C
4 2

Contoh 11 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini dengan n adalah bilangan genap dan m
bilangan bebas :

~3/2 4
Jtan 32 xsec* xdx

untuk mendapatkan solusi soal tersebut, maka kita gunakan faktor yang telah
diketahui sebagai berikut :

J‘tan_y *xsec’ xdx = _[ (tan~">x)(1+ tan® x)sec’ xdx
= I (tan~"*)sec” xdx + I (tan"? x)sec” xdx

1

2
=-2tan” /2x+§tan3/2+C

Contoh 12 :

Tentukan solusi persamaan di bawah ini dengan m adalah bilangan ganjil dan n
bilangan bebas :

—-1/2
Itan3 xsec xdx

untuk mendapatkan solusi soal tersebut, maka kita gunakan faktor yang telah
diketahui sebagai berikut :
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jtan3 xsec " *xdx = I(tanz )c)(sec:‘3/2 x)(secxtan X )dlx

= (8602 X —1)sec‘3/2 x (sec x tan xdx)

= [sec"x(sec x tan xdx) - j sec™'*x(sec x tan xdx)

2 _
= Zsec*?* x+2sec?x+C

LATIHAN SOAL
Jawablah pertanyaan di bawah ini dengan tepat !

l.j sin® xdx
2. . sin” 6xdx

3.| sin’xdx

4.| cos’® xdx

/2

5. j cos’ xdx
0

/2

6. _[ sin®xdx
0
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7.[sin® 4x cos?4xdx

8. .(sin3 2t)\/ cos 2tdt

9.[ cos®3xsin? 3xdx

10. I sin?2x cos® 2xdx

SUB BAB 3. Rasionalisasi Subtitusi

Pada beberapa kasus kalkulus perlu dilakukan pendekatan yang berbeda salah
satunya adalah rasionalisasi subtitusi. Pada subbab ini kita akan membahas tentang
beberapa kasus pada kalkulus yang perlu dilakukan rasionalisasi pada metode
subtitusi untuk mencari solusi dari soal yang ditanyakan

Berikut adalah beberapa contoh pada kasus rasionalisasi pada metode subtitusi :
Contoh 1:

Tentukan solusi persamaan di bawah ini :

dx
.
Solusi :

dengan melakukan metode subtitusi untuk mempermudah mendapatkan solusi dari

soal tersebut, yaitu :
u= \/; Su’=x

2udu = dx
dx 2u 1
=+ du=2|——-d
J‘x—\/x J‘uz—u y u—1 ’

=2Infu—1[+C=2In|x-1l+C

Contoh 2 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini :

j x3/x —4dx
Solusi :

dengan melakukan metode subtitusi untuk mempermudah mendapatkan solusi dari

soal tersebut, yaitu :
3
u=3Yx—-4=u =x-4
2
3udu =dx
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Maka solusi yang didapatkan adalah
jxi/x —4dx = j(zf + 4)u.(3u2du)
=3j(u6 +4u3)du =3 %4—%4 +C
— %(x—4)7/3 +3(x-4)" +C

Contoh 3 :
Tentukan solusi persamaan di bawah ini :

J-xé/(x + 1)2 dx
Solusi :

dengan melakukan metode subtitusi untuk mempermudah mendapatkan solusi dari
soal tersebut, yaitu :

u=(x+11/5):>u5 =x+1

Su'du = dx

Maka solusi yang didapatkan adalah

Jx(x+1)2/5dx = j(us —1)uz.5u4du

SJ a’u—iu —§u7+C
12 7
112/5_2 17/5
12(x )7 o (a1) 4 C

Soal Latihan
Tentukan Solusi dari soal-soal di bawah ini !
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1. / xVx+1dx 2, / *V x + wdx
, _
3. /—;F{ff 4, /g d x
J V3 + 4 J Ny + 4
2 g u
-t!rf W
3 e 6. 1
/ 1 G 1£r+1{
" / (3t + 2)* di 8. / ¥(1 — x)¥ dx
. \;’II:F-I = ,J : '3 1x
9, /—T dx 10. f il
» V16 — %7
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